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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ                                            
ПРОЦЕССА ДВИЖЕНИЯ АВТОМОБИЛЯ                                                                                             

ПО ПОПЕРЕЧНОМУ УКЛОНУ

Тихов-Тинников Д.А., Федотов А.И., Алексеев А.В.

В статье представлено аналитическое исследование влияния 
технического состояния системы подрессоривания на параме-
тры устойчивости автомобиля. Исследуется процесс движения 
по поперечному уклону при возмущенном состоянии подвески. В 
качестве оценочных параметров устойчивости движения предло-
жено использовать величины бокового смещения, угла поворота 
и времени переходного процесса угловой скорости. 

Цель – Теоретическое обоснование метода диагностирования 
подвески по кинематическим параметрам автомобиля.

Методы проведения работы: использованы методы матема-
тического моделирования и численные методы решения диффе-
ренциальных уравнений.

Результаты: разработан математический аппарат для ана-
литического исследования процесса движения автомобиля при 
изменении параметров технического состояния амортизаторов.

Область применения результатов: результаты могут быть 
использованы организациями и учреждениями, занимающихся раз-
работкой методов диагностирования автотранспортных средств.

Ключевые слова: автомобиль; амортизатор; подвеска; мате-
матическая модель. 

MATHEMATICAL MODEL OF THE VEHICLE MOVEMENT 
PROCESS ON A LATERAL INCLINE

Tikhov-Tinnikov D.А., Fedotov A.I., Alekseev A.V.

The article presents an analytical study of the influence of the technical 
state of the suspension system on the stability parameters of the vehicle. 
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The process of movement along the transverse slope with the disturbed 
state of the suspension is investigated. It is proposed to use the values   of the 
lateral displacement, the angle of rotation and the time of the transient pro-
cess of the angular velocity as the estimated parameters of motion stability.

Purpose – Theoretical substantiation of the method for diagnosing 
the suspension by the kinematic parameters of the vehicle.

Мethodology includes methods of mathematical modeling and nu-
merical methods for solving differential equations.

Results: a mathematical apparatus was developed for the analytical 
study of the process of vehicle movement when changing the parame-
ters of the technical state of shock absorbers.

Practical implications: the results can be used by organizations and 
institutions involved in the development of diagnostic methods for vehicles.

Keywords: car; shock absorber; suspension; mathematical model.

Введение
В настоящее время исследование влияния технического состоя-

ния подвески на устойчивость автотранспортных средств (АТС) в 
условиях эксплуатации является актуальной научно-технической 
задачей [1-3], для решения которой используются теоретические [4-
6] и экспериментальные методы научных исследований [7-12]. Для 
условий эксплуатации предлагается использовать дорожный метод 
контроля технического состояния подвески по критериям устойчи-
вости при движении автомобиля по поперечному уклону и возму-
щённом состоянии подвески [13]. Проведение дорожного экспери-
мента требует тщательного планирования и подготовки. В связи с 
этим на текущем этапе работы исследование проводится аналити-
чески с использованием методов математического моделирования. 
Для выполнения теоретических исследований необходимо разра-
ботать математическое описание исследуемых процессов в соот-
ветствии с нижеследующей постановкой задачи. АТС движется по 
ровному участку дороги с поперечным уклоном ε. На поверхности 
дороги расположена выступающая единичная неровность прямоу-
гольной формы высотой hir и длиной lir. До момента наезда передни-
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ми колесами на неровность за счёт рулевого управления обеспечи-
вается траектория движения параллельная продольной оси дороги. 
Далее углы поворота управляемых колёс Θ11 и Θ12 остаются неиз-
менными. В начальный момент времени скорость АТС равна нулю, 
затем скорость увеличивается до заданного уровня, который сохра-
няется до конца испытания. Требуется определить влияние техни-
ческого состояния амортизаторов на траекторию движения АТС по-
сле взаимодействия колёс с единичной неровностью. Результатом 
аналитической работы должно стать теоретическое обоснование 
возможности выполнения оценки влияния технического состояния 
подвески на устойчивость движения АТС в условиях эксплуатации.

Методы и материалы
Для решения поставленной задачи разработана расчётная схема 

(рис.1). Движение автомобиля рассматривается в двух системах 
координат – подвижной и неподвижной. 

Рис. 1. Расчетная схема процесса движения АТС по поперечному уклону
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Центр подвижной системы xyz постоянно связан с центром 
масс автомобиля. Ось ox совпадает с продольной осью автомоби-
ля, ось oy с поперечной. Оси неподвижной системы координат XYZ 
параллельны горизонтальным и вертикальной осям пространства. 
Нулевые значения неподвижных координат определяются началь-
ным положением центра масс автомобиля в момент времени t=0. 

Для описания движения автомобиля рассмотрим систему, состоя-
щую из четырёх неподрессоренных масс, взаимодействующих с опор-
ной поверхностью и неподрессоренной массой посредством упругих 
и демпфирующих связей. В модели динамика подрессоренной массы 
рассчитывается по принципу Даламбера по шести степеням свободы 
(1), а динамика неподрессоренных масс – только по вертикальной оси 
(2). Системы уравнений (1) и (2) являются нелинейными и для реше-
ния используем метод численного интегрирования Эйлера:

                          (1)

                         (2)
где: mb – масса подрессоренной части; , ,  и , ,  – проекции 
векторов скорости и ускорения подрессоренной массы на подвиж-
ную систему координат; , ,  и , ,  – угловые скорости и уско-
рения подрессоренной массы; JX, JY, JZ – осевые моменты инерции 
кузова АТС; ΣFx, ΣFy, ΣFz – суммы проекций сил и реакций на оси 
подвижной системы координат, определяемые по выражениям (3-
5); ΣMx, ΣMy, ΣMz – суммы крутящих моментов от сил и реакций от-
носительно осей подвижной системы координат (6-8); mij – масса 
неподрессоренной части (здесь и далее i=1 – передняя ось, i=2 – 
задняя ось, j=1 – левое колесо, j=2 – правое колесо); g – ускорение 
свободного падения; Fsij – усилия взаимодействия подрессоренной 
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и неподрессоренной массы (9); Ftij – усилия взаимодействия непод-
рессоренной массы c опорной поверхностью дороги (10).

В уравнениях (3-10): Gx, Gy и Gz –  – проекции веса подрессорен-
ной части на оси подвижной системы координат (11 - 13); Rx1jΣ и 
Ry1jΣ – суммы проекций продольных и поперечных реакций перед-
них колес на оси ox и oy соответственно (14, 15); Rxij и Ryij – про-
дольные и поперечные реакции колес; L1 и L2 – колеи передних и 
задних колес; h – вертикальная координата центра масс (17); zij и 

ij – вертикальная координата и вертикальная скорость неподрес-
соренных масс; zsij и sij – вертикальные координаты (17) и скоро-
сти подрессоренной массы над точками контакта колес с опорной 
поверхностью (18);zrij и rij – вертикальная координата и условная 
вертикальная скорость опорной поверхности по колесам автомо-
биля; a и b – расстояние от передней и задней осей до центра 
масс; csij – жесткость подвески; ksij – коэффициент демпфирования 
амортизатора; ctij – жесткость шины; ktij – коэффициент демпфи-
рования шины.



88 International Journal of Advanced Studies, Vol. 10, No 3, 2020

В уравнениях (11-17): γ – накопленный угол поворота автомобиля; 
θ1 – угол поворота переднего левого колеса; θ2 – угол поворота перед-
него правого колеса; α и β – углы поворота подрессоренной массы 
относительно осей ox и oy соответственно; hd – высота центра масс; 
hst – вертикальная координата центра масс при статическом прогибе 
подвески; z – текущая вертикальная координата центра масс.

Продольные и поперечные реакции Rxij и Ryij в пятне контакта 
рассчитываются на основе нормированной функции проскальзы-
вания по методике [14] .

Единичная неровность задается в виде функции, описывающей 
сглаживающую способность шины [15].

Скорость бокового смещения VY относительно неподвижной 
системы координат определяется уравнением

.                           (18)
Прямолинейное движение АТС до момента наезда на неровность 

определяется обеспечивается изменениям углов поворота колес пе-
редней оси θ1 и θ2. В зависимости от текущего положения АТС каж-
дый из углов может являться как внутренним θint так и наружным θout 
по отношению траектории движения. Коррекция расчетной траек-
тории производится по углу поворота внутреннего колеса 

.                                 (19)
где:  – значение угла поворота внутреннего колеса на предыду-
щем шаге интегрирования, kθ – параметр, определяющий зависи-
мость приращения угла поворота внутреннего колеса от скорости 
бокового смещения VY, имеющий размерность сек/м.
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Из известного соотношения углов поворота управляемых колес 
определяется значение угла поворота внешнего колеса

.                 (20)
Определение принадлежности углов θ1 и θ2 к внутреннему и 

внешнему колесу осуществляется с использованием системы ло-
гических выражений

.        (21)

Выражения (1-21) составляют основу разработанной компьютер-
ной программы [16] для расчета параметров движения АТС по укло-
ну с переездом единичной неровности. При выполнении расчетов ис-
пользовался пакет прикладных математических программ Scilab [17]. 

Результаты
Используя разработанное математическое описание моделиро-

валось движение механического транспортного средства катего-
рии М1, параметры которого аналогичными, описанным в источ-
нике [18]. Высота единичной неровности hir = 0,05 м, длина lir = 
0,05 м. Разгон АТС осуществлялся до скорости 10 м/с. В результате 
получены траектории движения АТС при различных углах попе-
речного уклона ε от 50 до 350 с шагом 50 (рис. 1).

Рис. 1. Расчетные траектории движения АТС при различных углах                                
поперечного уклона ε
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Пунктирными линиями на рис. 1 показаны траектории движе-
ния автомобиля с исправной подвеской, сплошными – с четырьмя 
неисправными амортизаторами. Усилия, развиваемые неисправ-
ными амортизаторами, составляли 20% от нормативного значения. 
Линия Хir обозначает абсциссу расположения в системе неподвиж-
ных координат продольной оси единичной неровности. Линия Хct 
соответствует прохождению АТС контрольного участка длиной 
100 м.

Рис. 2. Расчетная характеристика изменения угла поворота γ от времени                   
при движении АТС по опорной поверхности с поперечным уклоном 

Для каждой траектории также были рассчитаны зависимости 
изменения угла поворота γ от времени. На рис. 2 представлены ха-
рактеристики, полученные при моделировании движения АТС по 
поперечному уклону при ε = 250. Пунктирная линия соответствует 
исправной подвеске, сплошная – неисправной.

По аналогии с графиками траекторий движения, здесь tir обо-
значает время наезда передних колес на единичную неровность, 
tct – время проезда контрольного участка.

Обсуждение и заключение
Анализ расчетных траекторий движения (рис. 1) позволяет оха-

рактеризовать некоторые свойства разработанной математической 
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модели. В частности, при движении по поперечному уклону до 
наезда на единичную неровность прямолинейная траектория нахо-
дится на некотором смещении от нулевой ординаты горизонталь-
ной плоскости. Чем больше ε тем сильнее смещение. Указанную 
особенность необходимо учитывать при выполнении совместного 
анализа траекторий движения АТС, полученных при разных зна-
чениях величины бокового уклона ε. Потребуется дополнительная 
математическая обработка результатов расчета в целях приведения 
ординат траекторий Y0(ε) к одному уровню в момент наезда АТС 
на единичную неровность. 

Моделирование движения на контрольном участке показывает, 
что при возрастании величины поперечного уклона повышается 
чувствительность модели к изменению технического состояния под-
вески, т.е. наблюдается увеличение расстояния между контрольны-
ми точками Ys,ct(ε) и Yf,ct(ε) для исправного и неисправного состояний 
подвески соответственно. Однако, при ε >250 расчетная траектория 
АТС с исправной подвеской претерпевает качественные измене-
ния по сравнению с траекториями меньших уклонов. Направление 
движение меняется на обратное и АТС двигается вверх по уклону. 
Данное явление объясняется применением в модели упрощенного 
математического аппарата (21) для регулирования прямолинейного 
движения, который не обеспечивает стабилизацию углов поворота 
управляемых колес на одном уровне до момента наезда на неров-
ность. В связи с этим область определения модели по углу попереч-
ного уклона ограничивается диапазоном от 00 до 250. 

Модель также показывает наличие чувствительности угла по-
ворота γ к изменению технического состояния подвески (рис. 2). 
При этом о состоянии подвески можно судить как по разности 
накопленных значений углов γser, ct – γfau, ct, рассчитанных в конце 
проезда контрольного участка, так и по разности минимальных 
значений γser, min – γfau, min, определяемых после проезда АТС еди-
ничной неровности.

В классической теории автомобиля [19] оценку устойчивости 
движения АТС дают по характеру изменения первой производной 
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угла поворота ω = dγ/dt. На рис. 3 представлены зависимости из-
менения угловой скорости от времени для АТС с исправной и с 
неисправной подвеской. 

a) b)
Рис. 3. Изменение угловой скорости АТС ω (расчет на модели)                                             

после переезда единичной неровности при движении по поперечному уклону ε = 250. 
Подвеска: a) – исправная, b) – неисправная. 

Оценочным параметром в этом случае является время проте-
кания переходного процесса, определяемое моментом стабилиза-
ции угловой скорости в диапазоне ±5% от величины максималь-
ной амплитуды колебания ωmax - ωmin. Расчеты показывают наличие 
влияния параметров технического состояния подвески на время 
переходного процесса. Снижение усилия демпфирования амор-
тизаторов до 20% от номинального значения увеличивает время 
переходного процесса ttp на 56,5 %.

Таким образом, разработанная математическая модель процес-
са движения автомобиля по поперечному уклону с переездом еди-
ничной неровности свидетельствует о теоретической возможности 
выполнения в условиях эксплуатации оценки влияния техническо-
го состояния подвески на устойчивость движения АТС. Критерия-
ми оценки могут быть параметры, измеряемые при движении авто-
мобиля после проезда единичной неровности: боковое смещение, 
угол поворота и время переходного процесса угловой скорости. 
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